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Проведено теоретичний аналіз електродинамічних процесів в індукторній системі, призначеної для формування кутів 
у попередньо вигнутих металевих листах. Проведені розрахунки освітили можливі варіанти конструктивного вико-
нання індукторної системи, що дозволяють в остаточному підсумку підвищити ефективність. 
 
Проведен теоретический анализ электродинамических процессов в индукторной системе, предназначенной для формов-
ки углов в предварительно изогнутых металлических листах. Проведенные расчёты осветили возможные варианты 
конструктивного исполнения индукторной системы, позволяющие в конечном итоге повысить эффективность. 
 
ВВЕДЕНИЕ 
В практике штамповки кузовных элементов со-
временных автомобилей появляется задача формиро-
вания угловых изгибов с уровнем чёткости, соответ-
ствующем условиям конструкторов-разработчиков. 
На рис. 1а, в качестве примера, приведена задняя па-
нель кузова одного из автомобилей, производимых 
фирмой "Форд Мотор Комп". Это реальный объект с 
указанными линиями предварительного изгиба. Про-
изводственное задание состоит в доведении штам-
пуемого рисунка до заданного уровня чёткости [1]. 
Известные методы не дали требуемого решения. 
Деформируемый металл разрушался в области сило-
вого воздействия. 
Как показали исследования, при высокоскорост-
ном импульсном давлении в поведении обрабатывае-
мого материала проявляется новое качество – гипер-
пластичность. Практическое использование этого ка-
чества позволяет деформировать без разрушения и 
штамповать изделия, производство которых невоз-
можно традиционными методами [2].  
Интенсивное силовое давление во временном ин-
тервале микросекундного диапазона можно реализо-
вать с помощью магнитно-импульсного воздействия. 
Важнейшей особенностью обрабатывающих методов 
такого рода является неразрывная связь между инст-
рументом-индуктором и заготовкой, подлежащей де-
формированию. Для наглядной иллюстрации данного 
положения можно провести сравнение с механиче-
ской штамповкой, где силовое воздействие осуществ-
ляется с помощью пуансона. Это может быть не толь-
ко твёрдый инструмент, но и пластик, и газ, и жид-
кость. Его действенность как инструмента не связана 
непосредственно с внутренними процессами в обра-
батываемом металле. Магнитно-импульсное воздей-
ствие физически возможно только в случае существо-
вания электродинамической связи между током в об-
мотке индуктора-инструмента и током, возбуждае-
мым в заготовке. Именно их взаимодействие приво-
дит к появлению мощных пондермоторных сил, вели-
чина которых пропорциональна произведению ам-
плитуд первичного и вторичного токов [3, 5]. 
Одним из важнейших вопросов проектирования 
инструментов магнитно-импульсных методов являет-
ся вопрос о целенаправленном силовом воздействии 
на область заготовки, подлежащую деформированию 
в соответствии с производственным заданием.  
Простейшим вариантом такого инструмента це-
ленаправленного действия и предназначенного для 
формовки угловых профилей в предварительно изо-
гнутых листовых заготовках может служить протя-
жённый одновитковый соленоид прямоугольной гео-
метрии, одна из сторон которого располагается вдоль 
линии изгиба. На рис. 1б схематически показано по-
перечное сечение рассматриваемой системы "одно-
витковый индуктор – изогнутая листовая заготовка". 
Это же и есть принимаемая расчётная модель.  
Следует отметить, что подобная задача о магнит-
ном поле над плоскостью была решена Г.А. Шнеер-
соном в монографии [4]. 
Цель настоящей работы – теоретическое иссле-
дование возможностей одновитковых индукторных 
систем прямоугольной геометрии в реализации целе-
направленного силового воздействия на внутреннюю 
полость плоского угла в изгибе металлического листа 
достаточно высокой удельной электропроводности в 
режиме резкого поверхностного эффекта. 
При решении полагаем, что: 
- угол в зоне изгиба плоского металлического листа 
приближается к 2π≈ ; 
- приемлема декартова прямоугольная система коор-
динат; 
- одновитковый соленоид прямоугольной формы 
выполнен из достаточно тонкого проводника и об-
ладает достаточно большой протяжённостью в из-
мерении, соответствующем оси ОХ, так что 0=∂
∂
x
; 
- электропроводность обрабатываемого металла до-
вольно высока, так что допустимо приближение 
резкого поверхностного эффекта;  
- по токопроводам витка, параллельным оси ОХ, про-
текает один и тот же ток )()( tItI x =  ( −t время в 
сек.), но в токопроводе с координатами ( hl, ) его 
направление совпадает с положительным направ-
лением оси ОХ, а в токопроводе с координатами 
( HL, ) наоборот. 
Принятые допущения позволяют считать, что в 
рассматриваемой системе возбуждаются следующие 
компоненты вектора напряжённости электромагнит-
ного поля: 0),,(,0),,(,0),,( ≠≠≠ zytHzytHzytE zyx . 
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б) 
Рис. 1. Листовая заготовка с изгибами (1а) и расчётная  
модель индукторной системы с одновитковым соленоидом 
во внутренней зоне изгиба 
 
 Из допущения о резком поверхностном эффекте 
следует, что на поверхностях металлического листа 
касательная составляющая вектора напряжённости 
электрического поля обращается в нуль, то есть 
0),0,()0,,( ==== zytEzytE xx . 
Решение поставленной задачи проведём анало-
гично тому, как это было сделано авторами [6] в тео-
ретических исследованиях одновитковых индуктор-
ных систем с тонкостенными проводниками. 
Уравнения Максвелла для нетривиальных со-
ставляющих напряжённости электромагнитного поля, 
преобразованных по Лапласу с учётом нулевых на-
чальных условий, в пространстве между взаимно ор-
тогональными плоскостями металлического листа 
( 0,0 ≥≥ zy ) имеют вид: 
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(3) 
где −p  параметр интегрального преобразования Ла-
пласа; −),,( zypjx плотность стороннего тока (тока в 
токопроводе),  [ ])()()()()(),,( LyHzlyhzpIzypjx −δ⋅−δ−−δ⋅−δ= , { })()( tILpI = , −δδ )(,)( yz  дельта-функция Дирака, 
)},,({),,()},,,({),,( ,, zytHLzypHzytELzypE zyzyxx == .  
Из дифференциальной системы (1)-(3) можно 
получить уравнение для ),,( zypEx :  
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Для решения уравнения (4) применим синус-
преобразование Фурье [7]. Выбор данного математи-
ческого подхода обусловлен граничным условием 
0),0,( == zytEx . 
Таким образом, имеем 
λ⋅λ⋅λ= ∫
∞
dyztEzypE xx
0
)(sin),,(),,( , (5) 
λ⋅λ⋅λ= ∫
∞
dyztjzypj xx
0
)(sin),,(),,( ,  (6) 
где 
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)(sin2)(),(sin2)( 21 Lff λ⋅π=λλ⋅π=λ l . 
С учётом (5) и (6) уравнение (4) преобразуется к 
виду: 
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)(),()(),( 21 HzpKhzpK −δ⋅λ−−δ⋅λ= ,       (7) 
где ),()(),( 101 λ⋅⋅μ=λ fpIppK  
)()(),( 202 λ⋅⋅μ=λ fpIppK . 
Полученное уравнение (7) является обыкновен-
ным линейным дифференциальным уравнением вто-
рого порядка с постоянными коэффициентами с пра-
вой частью, представленной линейной комбинацией 
дельта-функций. 
Воспользуемся принципом суперпозиции [7]. 
Вначале найдём частное решение уравнения, правая 
часть которого содержит первое алгебраическое сла-
гаемое )(),(),,( 11 hzpKzpF −δ⋅λ=λ . 
Это будет функция ),,()1( zpEx λ . Затем вычислим вто-
рое частное решение для правой части 
)(),(),,( 22 HzpKzpF −δ⋅λ−=λ  - функцию ),,()2( zpEx λ . 
Сумма полученных результатов 
),,(),,(),,( )2()1( zpEzpEzpE xxx λ+λ=λ  
даст решение уравнения для напряжённости электри-
ческого поля, удовлетворяющее заданным краевым 
условиям в режиме резкого поверхностного эффекта.  
Общий интеграл уравнения (7) с правой ча-
стью ),,(1 zpF λ , найденный методом вариации произ-
вольных постоянных, имеет вид: 
+⋅λ=λ λzx epCzpE ),(),,( 1)1(  
))(()(),(),( 12 hzshhz
pKepC z −λ⋅−η⋅λ
λ+⋅λ+ λ− ,   (8) 
где −λ),(2,1 pC произвольные постоянные интегриро-
вания, −η )(z  ступенчатая функция Хевисайда. 
Константы интегрирования могут быть опреде-
лены из граничного условия для напряжённости на 
горизонтальной плоскости, 0)0,,()1( ==λ zpEx , и ус-
ловия ограниченности на бесконечности, 
0)0,,()1( =→λ zpEx . 
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После необходимых тождественных преобразо-
ваний и соответствующих подстановок находим 
×λ⋅πλ
μ=λ )sin()(2),,( 0)1( lppIzpE x  [ ])())(()( zshehzshhz h λ−−λ⋅−η× λ− ,          (9) 
Аналогичным образом находится второе частное 
решение дифференциального уравнения (7). 
×λ⋅πλ
μ−=λ )sin()(2),,( 0)2( LppIzpEx  [ ])())(()( zsheHzshHz H λ−−λ⋅−η× λ− .      (10) 
Просуммируем (9), (10) и выполним, соответст-
венно формуле (5), обратное интегральное синус-
преобразование Фурье. Результат подставим в уравне-
ния Максвелла (2) и (3). После перехода от −L изо-
бражений в пространство оригиналов, получим выра-
жения для компонент вектора напряжённости магнит-
ного поля, возбуждаемого линейными токами, в про-
странстве между ортогональными идеально проводя-
щими плоскостями ( 0=z ⊥ 0=y , 0,0 >> yz ):  
{∫
∞
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Тангенциальные составляющие напряжённости 
на металлических поверхностях находятся из выра-
жений (11) и (12) подстановками 0=z и 0=y , соот-
ветственно. 
После введения новой переменной интегрирова-
ния hx ⋅λ=  и необходимых преобразований получаем 
зависимости, удобные для практических вычислений. 
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Выражения (13) и (14) интегрируются в квадра-
турах. Это первое, что упрощает их вид.  
Как следует из практики магнитно-импульсной 
обработки металлов, величины зазоров между витком 
индуктора, расположенным в непосредственной бли-
зости от угла, и ортогональными плоскостями выби-
раются равными. Так, что, не нарушая общности про-
водимого рассмотрения, можно положить hl =  и за-
писать координаты второго витка индуктора, согласно 
рис. 1, в виде: 
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ α⋅+⋅=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ α⋅+⋅= sin1,cos1
h
DhH
h
DhL .  
Достоверность выражений, найденных для ком-
понент напряжённости магнитного поля, легко про-
сматривается в их симметрии относительно ортого-
нальных поверхностей 0=z  и 0=y . 
Действительно, при повороте всей системы на 
угол o90 в положительном направлении горизонталь-
ная плоскость займёт положение вертикальной. Вер-
тикальная плоскость перейдёт в горизонтальную. Ар-
гументы тригонометрических функций изменяются на 
2π . При этом с точностью до знака формула (15) 
переходит в выражение (16) и, наоборот, (16) в (15).  
Изменение знака перед выражениями для компо-
нент напряжённости будет обусловлено изменением 
ориентации возбуждающего тока в токопроводах от-
носительно плоскостей, образующих прямой угол. 
Кроме того, при °=α 45 формулы (15) и (16) сов-
падают друг с другом (опять же с точностью до знака, 
который определяется принятым направлением тока в 
токопроводах!), что свидетельствует о "равноправии" 
границ рассматриваемой задачи. После всех вышеука-
занных операций пространственные распределения 
магнитных полей на металлических поверхностях 
углового профиля принимают следующий вид: 
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где 
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
⋅π
===
)(
)(
)0,,(
)0,(0
h
tI
zytH
zyH yy . 
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ α+⋅⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ α++⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ α++⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ α+⋅⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ α+
−
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛+
⋅⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−==
222222222
0
sin14cos1sin1
cos1sin1
42
1),0(
h
D
h
z
h
D
h
D
h
z
h
D
h
D
h
z
h
z
h
zzyH z
(16) 
где 
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Данный вывод также следует из простых физиче-
ских соображений: процессы возбуждения вихревых 
токов в системе, геометрически симметричной отно-
сительно биссектрисы угла, должны быть абсолютно 
идентичными. 
При условии резкого поверхностного эффекта 
выражения для сил магнитного давления на проводя-
щие плоскости 0=z  и 0=y  записываются в виде: 
а) горизонтальная плоскость, ( ) 200 )0,()0,( === zyHzyP yz , (17) 
где −= )0,(0 zyPz относительное давление,  
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б) вертикальная плоскость, ( ) 200 ),0(),0( zyHzyP zy === , (18) 
где −= ),0(0 zyPy относительное давление, 
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Формулы (15)÷(18) полностью описывают рас-
пределения компонент вектора напряжённости маг-
нитного поля и сил давления на поверхностях угловой 
зоны листовой металлической заготовки. 
Для выявления качественных закономерностей 
исследуемых электродинамических процессов прове-
дём вычисления для конкретного примера из практи-
ки магнитно-импульсной обработки металлов. Пусть 
var,м02.0,м0005.0 =α== Dh  и ]15,0[ °∈α . 
Графическая иллюстрация результатов расчёта 
представлена на рис. 2÷6. 
При выполнении графических построений (для 
большей наглядности!) значения напряжённости нор-
мировались на величину её расчётного максимума для 
тангенциальной компоненты поля токопровода ( )hh,  
на плоскости 0=z . То есть, на графиках приведены 
зависимости для 
1
,0
,
m
zy
zy H
H
H = . 
 
Рис. 2. Распределение тангенциальной компоненты  
напряжённости магнитного поля вдоль горизонтальной  
поверхности углового изгиба листовой заготовки для 
0=α , рассчитанное по формуле (15) 
 
Рис. 3. Распределение нормальной составляющей силы  
магнитного давления на горизонтальную плоскость  
углового изгиба листовой заготовки для 0=α ,  
рассчитанное по формуле (17) 
 
Рис. 4. Распределение тангенциальной компоненты  
напряжённости магнитного поля вдоль горизонтальной  
поверхности углового изгиба листовой заготовки для 
α = 15°, рассчитанное по формуле (15) 
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Рис. 5. Распределение нормальной составляющей силы  
магнитного давления на горизонтальную плоскость  
углового изгиба листовой заготовки для α = 15°,  
рассчитанное по формуле (17) 
 
 
Рис. 6. Распределение тангенциальной компоненты  
напряжённости магнитного поля вдоль вертикальной  
поверхности углового изгиба листовой заготовки для 
α = 15°, рассчитанное по формуле (16) 
 
Обратимся к оценке абсолютных значений изме-
ренных величин. 
В настоящих вычислениях  
)(
)(2.0)(2.01 h
tItHH mm π⋅=⋅≈ . 
Для амплитуды тока ≈ 100 кА при м0005.0=h  – 
м
A1027.1 71 ⋅≈mH , соответствующая величина маг-
нитного давления будет равна 1mP ≈101.86 МПа. 
В целом же, результаты проведенных расчётов 
можно обобщить следующими положениями. 
• Ток параллельных достаточно тонких токопрово-
дов прямоугольного витка, помещённого во внутрен-
нюю полость плоского угла изогнутого металлическо-
го листа с высокой удельной электропроводностью, 
возбуждает в компланарной плоскости интенсивные 
магнитные поля (при характерной для магнитно-
импульсной обработки металлов величине тока ≈ 
100 кА напряжённость достигает ∼ 
м
А107 ) той же 
временной формы и мощные силы давления (до ∼100 
МПа) с максимумами пространственного распределе-
ния в точках с координатами, соответствующими по-
ложениям токопроводов (рис. 2, рис. 3). 
• Превышение величины максимума поля и давле-
ния, возбуждаемого в зоне "дальнего" токопровода 
),( HL , над соответствующей величиной в области 
"ближнего" токопровода ),( hl , отмечаемое на графи-
ках рис.2 и рис.3, действительно может иметь место на 
практике. Указанное превышение объясняется рассея-
нием энергии тока "ближнего" токопровода на возбуж-
дение полей как в металле квазикомпланарной, так и в 
металле ортогональной поверхности плоского угла.  
• Увеличение угла наклона плоскости витка к соот-
ветствующей поверхности до ∼ °15  приводит к зна-
чительному снижению амплитуды напряжённости 
возбуждаемого поля (∼ на порядок) и величины маг-
нитного давления (∼ на два порядка) со стороны тока 
"дальнего" токопровода (рис. 4, рис. 5). Физически, 
данный факт можно объяснить уменьшением элек-
тромагнитной связи между током и проводником, 
вследствие увеличения расстояния между ними (под-
тверждение на графике рис. 6).  
• Вариация во взаимном расположении витка и од-
ной из поверхностей плоского угла изогнутой листо-
вой заготовки позволяет реализовать существенную 
концентрацию поля и давления в непосредственной 
близости от изгиба. 
 
ВЫВОДЫ 
1. Проведен теоретический анализ электроди-
намических процессов в индукторной системе, пред-
назначенной для формовки углов в предварительно 
изогнутых металлических листах. 
2. Получены аналитические выражения для 
компонент напряжённости магнитного поля, их дос-
товерность подтверждается предельными переходами 
к известным и ранее описанным решениям. 
3. Расчёты, проведенные для экспериментальной 
индукторной системы, осветили возможные варианты 
её конструктивного исполнения, позволяющие в ко-
нечном итоге повысить эффективность силового воз-
действия в зоне формируемого угла и снизить давления 
на прилегающие поверхности листовой заготовки. 
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